
❖♥ t❤❡ ●❡♦♠❡tr② ♦❢ ■♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❆①♦♥ ❚r❛❝ts ✐♥ ❘❡❧❛t✐♦♥ t♦ ❚❤❡✐r

❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ Pr♦♣❡rt✐❡s

❆♠❛♥ ❈❤❛✇❧❛✯ ❛♥❞ ❙❛❧✈❛t♦r❡ ❉♦♠❡♥✐❝ ▼♦r❣❡r❛✯✯

✯❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❆✉t❤♦r✱ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ❉❛②❛♥❛♥❞❛ ❙❛❣❛r ❯♥✐✈❡rs✐t②✱
❇❡♥❣❛❧✉r✉✱ ❑❛r♥❛t❛❦❛✱ ■♥❞✐❛ ❬❛♠❛♥❝❤❛✇❧❛✲❝s❡❅❞s✉✳❡❞✉✳✐♥❪✱ ✯✯❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢

❙♦✉t❤ ❋❧♦r✐❞❛✱ ✹✷✵✷ ❊✳ ❋♦✇❧❡r ❆✈❡♥✉❡✱ ❚❛♠♣❛✱ ❋▲ ✸✸✻✷✵✱ ❯❙❆ ❬s❞♠♦r❣❡r❛❅✉s❢✳❡❞✉❪✳

❆❜str❛❝t

■t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t ❞❡♠②❡❧✐♥❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❝❧❡r♦s✐s ❛❧t❡rs ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛①♦♥s ✐♥ ❛

❞✐s❡❛s❡❞ ♥❡r✈❡ tr❛❝t ❞✉❡ t♦ ❡①♣♦s✉r❡ ♦❢ ✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❛s❦ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢

❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s ❛s ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡r✈❡ ❛①♦♥s✱ ❤❛s ❛♥② ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s

♦❢ t❤❡ ♥❡r✈❡ ✉♥❞❡r ❢♦❝❛❧ ❞❡♠②❡❧✐♥❛t✐♦♥✳ ❯s✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❣❡♦♠❡tr② ❢♦r ❛ ❜✉♥❞❧❡ ♦❢ t❤r❡❡ ❛①♦♥s✱ ✇❡ ❛❧❧♦✇

❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛t ❛ ♥♦❞❡ ♦❢ ❘❛♥✈✐❡r t♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦t❤❡r ♥♦❞❡s ♦❢ ❘❛♥✈✐❡r ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛①♦♥s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦

✐♥tr♦❞✉❝❡ ❢♦❝❛❧ ❞❡♠②❡❧✐♥❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❛❧❧♦✇ ❛ ♥❡✇ t②♣❡ ♦❢ str✉❝t✉r❡✱ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♥♦❞❡ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡r♥♦❞❛❧

s❡❣♠❡♥t✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ♥❡r✈❡✬s ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ✜❡❧❞✲❜❛s❡❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❚❤✐s

✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ♦♣❡♥s ✉♣ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢♦r ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ t♦ st✉❞② ✇❤❡t❤❡r ✜❡❧❞✲❜❛s❡❞

❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣r❡❞♦♠✐♥❛t❡s ♦✈❡r ❝✉rr❡♥t✲❜❛s❡❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❋✐❡❧❞s ❛♥❞ ❝✉rr❡♥ts ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t

♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ s♦ t❤❡r❡ ❛r❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❜✐♦✲✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❋r♦♠ ❛ s②st❡♠s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ t❤❡ st✉❞② ✐s ❜❛s❡❞

♦♥ ❛ ♥♦✈❡❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s t♦ ❛❝t ❛s s♦✉r❝❡s ♦❢ ❝✉rr❡♥t ❛t ❛①♦♥s✬ ♥♦❞❡s ♦❢ ❘❛♥✈✐❡r✱ t❤❡r❡❜②

❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♥❡✇ ❜❡❤❛✈✐♦rs ❢r♦♠ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦✉♣❧❡❞ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞②♥❛♠✐❝s

♦❢ t❤❡ ♥❡r✈❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st✉❞② ♦❢ ❢♦❝❛❧ ❞❡♠②❡❧✐♥❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥

❣❡♦♠❡tr✐❝ W ✲♠❛tr✐① ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✷✵✶✾ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ✜rst s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ tr❛❝t

♦❢ t♦rt✉♦✉s ❛①♦♥s✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ tr❛❝t t♦rt✉♦s✐t② ♦♥ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡ t♦rt✉♦✉s ♠♦❞❡❧ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞

❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤✐s s❛♠❡ ♠♦❞❡❧ ✐s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❝❛st❛❜❧❡ ❛s

❛ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡ ✲ ❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s ♥❡✉r♦s❝✐❡♥❝❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❢♦❝❛❧ ❞❡♠②❡❧✐♥❛t✐♦♥✱ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s✱ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ❝✉rr❡♥ts✱ ♥♦❞❡s✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❝❧❡r♦s✐s✱ t♦rt✉♦s✐t②

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❋♦❝❛❧ ❞❡♠②❡❧✐♥❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ■♥ ❬✶❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❝♦r♣✉s
❝❛❧❧♦s✉♠ ♦❢ t❤❡ r❛❜❜✐t ❛♥❞ ✜♥❞ ❛ ✇❛② t♦ ✐♥❞✉❝❡ ❢♦❝❛❧ ❞❡♠②❡❧✐♥❛t✐♦♥✳ ■♥ ❬✷❪✱ ❞❡❛t❤ ♦❢ ♦❧✐❣♦❞❡♥❞r♦❝②t❡s ✇❛s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ ❢♦❝❛❧ ❞❡♠②❡❧✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛❞✉❧t r❛t ❜r❛✐♥✱ ❛♥❞ t❤❡ st✉❞② ✐♥ ❬✸❪ ✉s❡s ♥♦✈❡❧ ▼❘■ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ✐♠❛❣❡ ❢♦❝❛❧
❞❡♠②❡❧✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ ✈✐✈♦ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❧②s♦❧❡❝✐t❤✐♥ ✐♥ ♠❛❧❡ ▲❡✇✐s r❛ts✳

◆✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡ ♥❡✉r♦s❝✐❡♥❝❡s ❤❛✈❡ ❛ ❧♦♥❣ ❤✐st♦r② ❞❛t✐♥❣ ❛t ❧❡❛st t♦ ❍♦❞❣❦✐♥ ❛♥❞ ❍✉①❧❡② ❬✹❪✳ ❲❤✐❧❡
✇❡ ❝❡❧❡❜r❛t❡ t❤❡ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ ❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡② ♥❡✉r❛❧ t❤❡♦r② ❬✺❪ ✐♥ ♠✐♠✐❝❦✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧ ♥❡r✈❡✱ t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧
♥♦ ❢✉❧❧ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤♦s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s❀ t❤❡② ✇❡r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ♣❛rt❧② ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✜ts t♦
♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ ♦✉r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ♥❡r✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❖♥❡ ✇♦✉❧❞ ✐❞❡❛❧❧② ♥❡❡❞ t♦ ❞❡❧✈❡ ✐♥t♦
✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡r❤❛♣s ❡✈❡♥ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r✲q✉❛♥t✉♠ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ t❤❡♥ st❡♣ ✉♣✇❛r❞
❝❧❛ss✐❝❛❧❧② t♦ ❣❡t ❛♥ ❛❝t✉❛❧ ❵❞❡r✐✈❛t✐♦♥✬ ♦❢ t❤❡ ❍♦❞❣❦✐♥ ❍✉①❧❡② ❢♦r♠✉❧❛ ❢r♦♠ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✳ ❚❤✐s ✐s ✉♥❞♦✉❜t❡❞❧② ❛
❤❛r❞ t❛s❦ ❛♥❞ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ❜② ❛♥②♦♥❡ ②❡t✳

❋r♦♠ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❜✐♦♣❤②s✐❝❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ st✉❞✐❡s ♦♥ ❢♦❝❛❧ ❞❡♠②❡❧✐♥❛t✐♦♥ ❛r❡ t❤✉s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❢❡✇✳ P❛♣❡rs
s✉❝❤ ❛s ❬✻❪✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣❛st ❤❛❧❢✲❝❡♥t✉r②✱ ❤❛✈❡ ❧♦♦❦❡❞ ❛t ❞❡♠②❡❧✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ st❛♥❞✲❛❧♦♥❡ ❛①♦♥s✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣
❝♦♠♣✉t❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ✜❡❧❞✲❝♦✉♣❧❡❞ ❛①♦♥ tr❛❝ts ❛s t❤❡ ❛r❡♥❛
✐♥ ✇❤✐❝❤ t♦ ❝❛rr② ♦✉t t❤✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳ ❆♥♦t❤❡r ♣❛♣❡r✱ ❬✼❪✱ ❛❧s♦ ❧♦♦❦s ❛t ❢♦❝❛❧ ❞❡♠②❡❧✐♥❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ✐t t❤❡
❛✉t❤♦rs ✈❛r② t❤❡ ♣❛r❛♥♦❞❛❧ s❡❛❧ r❡s✐st❛♥❝❡✱ ✇❤❡r❡❛s ♦✉r ✇♦r❦ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♥♦❞❛❧
❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ r❡❣✉❧❛r❧② s♣❛❝❡❞ ♣❛r❛♥♦❞❡s t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡✐r ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡❛s ✇❡ t♦♣✐❝❛❧❧② ✐♥s❡rt ♣❛r❛♥♦❞❡s
t♦ t❡st t❤❡✐r ✐♠♣❛❝t✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛①♦♥s✱ ❡✐t❤❡r ✈✐❛ ❝✉rr❡♥ts
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♦r ✜❡❧❞s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♣❛♣❡rs ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❣r♦✉♣✱ s✉❝❤ ❛s ❬✽❪✱ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡✐r ✶✾✾✺ ♠♦❞❡❧
❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❢r♦♠ ♦✉r ✇♦r❦ ❝❛rr② ♦✈❡r t♦ t❤❡s❡ ❧❛t❡r ♣❛♣❡rs ❛s ✇❡❧❧✳

◆♦t❡ t❤❛t ❝✉rr❡♥t✲♠❡❞✐❛t❡❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✭❛s ✐♥ t❤❡ t❡r♠ ✬❝✉rr❡♥t✲❝♦✉♣❧❡❞✬✮ ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ❦♥♦✇♥ ❛s ❡♣❤❛♣t✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣
✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ r❡t✉r♥ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ ❛①♦♣❧❛s♠✐❝ ❝✉rr❡♥t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡①tr❛❝❡❧❧✉❧❛r s♣❛❝❡ ❬✾❪✳ ❋✐❡❧❞✲
♠❡❞✐❛t❡❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✭❛s ✐♥ t❤❡ t❡r♠ ✬✜❡❧❞✲❝♦✉♣❧❡❞✬✮ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛t ♥♦❞❡s ♦❢ ❘❛♥✈✐❡r t♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ❛♥❞ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♦♥s ✐♥t♦ ❞✐st❛♥t ♥♦❞❡s ♦❢ ❘❛♥✈✐❡r
♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛①♦♥s ❛♥❞ ❞♦❡s♥✬t ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①❛❝t ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ s❡❡ ❬✶✵❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
♣❤r❛s❡ ✬❡♣❤❛♣t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✬ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❛ s♦♠❡✇❤❛t s✐♠✐❧❛r ❝♦♥t❡①t✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥ ♦❢ ✬✜❡❧❞s✬✳ ❚❤❡✐r ❊q✉❛t✐♦♥s
✭✹✮ ❛♥❞ ✭✺✮ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ ❛ r❡❝❛st✐♥❣ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✾✮ ❛♥❞ ✭✶✶✮ ♦❢ ❬✾❪✳

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r ✇❡ ✇✐❧❧ t❛❦❡ t❤❡ ❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡② ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❣r❛♥t❡❞✱ ❛♥❞ ❜✉✐❧❞ ♦♥ t♦♣ ♦❢ ✐t ❛♥ ✉♥❞❡r✲
st❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❞❡♠②❡❧✐♥❛t✐♦♥✱ s❤♦✇✐♥❣ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❞❡❡♣❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❞
❜✐♦♣❤②s✐❝❛❧ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❛①♦♥✲❛①♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❚♦✇❛r❞s t❤✐s ❡♥❞✱ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐rst✱ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✷ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞② ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t ❛ ✇♦r❦✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❡❧✉❝✐❞❛t❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❥✉st✐✜❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s②♥❝❤r♦✲
♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢r❛♠❡ t❤❡ t♦rt✉♦✉s tr❛❝t ❛s ❛ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❚❤❡r❡❛❢t❡r✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ✇❡ st✉❞② ❢♦❝❛❧ ❞❡♠②❡❧✐♥❛t✐♦♥
✐♥ ❛①♦♥ tr❛❝ts ✉♥❞❡r ❝✉rr❡♥t✲♠❡❞✐❛t❡❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✉♥❞❡r ✜❡❧❞✲♠❡❞✐❛t❡❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
♦❢ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ✉♥❞❡r t♦rt✉♦s✐t②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳ ❚❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❧♦♦❦s ❛t t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ tr❛❝t✱
❛s ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛❝t ♠❛tr✐①✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❛♥❞ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡s ❛ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥
♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❝❧❡r♦s✐s t❤❛t ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜❡❢♦r❡✳

✷ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ▼❡t❤♦❞s

✷✳✶ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧ ❛♥❞ ■ts ❏✉st✐✜❝❛t✐♦♥

❚❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✶✶❪✳ ❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ❛s
✇❡❧❧ ❢♦r ❛ s❡❧❢✲❝♦♥t❛✐♥❡❞ tr❡❛t♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐s s✉❝❝✐♥❝t❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳

cm,k(x)
∂Vk

∂t
= G

axoplasm
k cos2 θk

[

∂2Vk

∂z2
−

N
∑

p=1

WkpKp

∂2Vp

∂z2

]

−Gm,kVk + I
injected
k + I

fields
k ✭✶✮

❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ♥♦❞❡s ❛♥❞ ✐♥t❡r♥♦❞❡s✳ ■♥ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ❡♥t❡rs ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ♠♦❞❡❧ ❛ ♣❛r❛♥♦❞❛❧ s❡❣♠❡♥t✱ ✇❡ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ cm,k✳ ❚❤✐s ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳

❲❤❡♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ t❤❡ ♠❛tr✐① ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛①♦♥❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s✱ Wkp✱ ✇❛s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧❧②
♣❧❛❝❡❞✳ ❍❡r❡ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞
❜❛s❡❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛①♦♥s✳ ■♥ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❧♦r❡ ❛ ♣✉r❡❧② ❝✉rr❡♥t✲❜❛s❡❞ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥
t❤❡ t❡r♠ I

fields
k ✇❤✐❝❤ st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥❥❡❝t❡❞ ❛t ❛ ♥♦❞❡ ♦❢ ❛①♦♥ k ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♠♣✐♥❣✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❢r♦♠

♦t❤❡r ❛①♦♥s✬ ♥♦❞❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛①♦♥ ✷ ✐♥ ✐ts ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❛①♦♥ ✶✱ ✇❤✐❝❤
❡♥t❡rs ✐♥t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ ❛s ❛ ♣r♦❞✉❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢♦r♠ t❤❡ ✜❡❧❞✲❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝✉rr❡♥t ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❛t

❛ ♥♦❞❡✳ ❉❡♥♦t❡ ✐t ❜②
−−−−→
E2−>1 ∼

−→p2
l3
✇❤❡r❡ −→p2 ✐s t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ❛❧❧ ♥♦❞❡s ♦♥ ❛①♦♥ ✷✱ s✉♣❡r♣♦s❡❞ ✭s❡❡ ❊q✉❛t✐♦♥

✹✳✶✸ ✐♥ ❬✶✷❪✮✱ ❛♥❞ l ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛❧❧ ♥♦❞❡s ♦❢ ❛①♦♥ ✷ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♥♦❞❡ ♦♥ ❛①♦♥ ✶ ✭t❤❡ ♥♦❞❡ ✉♥❞❡r

❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✮✳ ◆❡①t s✉♣♣♦s❡ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜②
−→
l2 t❤❡ ✈❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s✿ [ 1

l3
21

, 1

l3
22

, ..., 1

l3
2B

] ❛♥❞ ❜② −→p2 t❤❡

✈❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts✿ [
−→
p1
2
,
−→
p2
2
, ...,

−→
pB
2
]✳ ❚❤❡♥

−−−−→
E2−>1 ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡s❡ t✇♦ ✈❡❝t♦rs✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②
−−−−→
E1−>2 ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t ❜❡t✇❡❡♥ −→p1 ❛♥❞

−→
l1 ✳ ■❢ ✇❡ ❝♦❧❧❡❝t ❛❧❧ t❤❡s❡

✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝ts ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❛①♦♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡② ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❝✉❜✐❝✲❞❡❝❛② Wkp ♠❛tr✐①✳

✷✳✷ ❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Pr♦❣r❛♠

❚❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r♦❣r❛♠ ✇❛s ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ✢♦✇❝❤❛rt ✐♥ ❬✶✸❪✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❛t
❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♦❢ ♦✉r ♣r♦❣r❛♠✱ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ✈❡rs❛t✐❧✐t② ♦❢
t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✐t t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ♥♦✐s❡ ❛t t❤❡ ✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s ✭t❤✐s ✇❛s ❛❧s♦ ❞♦♥❡ ✐♥ ❬✶✹❪✱ ❜✉t
❢♦r s❤♦rt❡r s♣✐❦❡ tr❛✐♥s✮ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ r❛♥❞♦♠♥❡ss ✐♥t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❲❡ st❛rt ✇✐t❤ ❛ tr❛❝t ♦❢ N = 3 ❛①♦♥s ❛♥❞ ❞♦
♥♦t ✐♥✈♦❦❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s ♦r ❢♦❝❛❧ ❞❡♠②❡❧✐♥❛t✐♦♥✳ ❲❡ st✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ✜rst ❛①♦♥ ✭t♦♣♠♦st s✉❜✲✜❣✉r❡ ✐♥ ❜♦t❤ ❋✐❣✉r❡s ✶
❛♥❞ ✷✳✮✳ ❲❡ r❡❝♦r❞ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ st✐♠✉❧❛t❡❞ ♥♦❞❡ ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ t❤r❡❡ ❛①♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢r♦♠ t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧ ♥♦❞❡s
✐♥ ❛❧❧ t❤r❡❡ ❛①♦♥s✳ ❚❤❡ st✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶✳✻❡✲✺ ❆♠♣s✴❝❡♥t✐♠❡t❡r✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s✱ ✇❡ ✐♥❥❡❝t
✹ ♥❛♥♦ ❆♠♣s ✐♥ ❛ ♥♦❞❡ ♦❢ ❘❛♥✈✐❡r ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✷✳✺❡✲✹ ❝❡♥t✐♠❡t❡rs✳ ❋♦r ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ t❤❡ t②♣✐❝❛❧
✈♦❧t❛❣❡ ❣❛t❡❞ s♦❞✐✉♠ ✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝✉rr❡♥t ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✷ ♣✐❝♦ ❆♠♣❡r❡s✱ ❜✉t s❡✈❡r❛❧ t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ t❤❡s❡ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t
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❚❛❜❧❡ ✶✿ ◆♦t❛t✐♦♥❛❧ ❙✉♠♠❛r②

❙②♠❜♦❧ ▼❡❛♥✐♥❣

cm,k ♣❡r ✉♥✐t ❧❡♥❣t❤ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡✱ ♣❛r❛♥♦❞❡ ♦r ✐♥t❡r♥♦❞❡

V,Vk tr❛♥s♠❡♠❜r❛♥❡ ✈♦❧t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✭k✲t❤✮ ❛①♦♥

G, G
axoplasm
k , Gm,k ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡ ✭❛①♦♣❧❛s♠✐❝✱ ♠②❡❧✐♥✮ ♦❢ t❤❡ ✭k✲t❤✮ ❛①♦♥

θk, θk(z) ✭z✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✮ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ k✲t❤ ❛①♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❝②❧✐♥❞❡r

Wkp,Wkp(z) ❛ ✭z✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✮ ♠❛tr✐① t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✐♥t❡r✲❛①♦♥❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s

Kp,Kp(z) ❛ ✭z✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✮ ♣❛r❛♠❡t❡r r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ p✲t❤ ❛①♦♥

I,I
injected
k t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥❥❡❝t❡❞✱ s✉❝❤ ❛s ✐♦♥✐❝ ✭♦r st✐♠✉❧❛t✐♦♥✮ ❝✉rr❡♥t✱ ✐♥t♦ t❤❡ ✭k✲t❤✮ ❛①♦♥

I
fields
k t❤❡ ✜❡❧❞✲❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝✉rr❡♥t

−−−−→
E1−>2,

−−−−→
E2−>1 ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛①♦♥ ✶ ✭♦r ✷✮ ✐♠♣❛❝t✐♥❣ ♦♥ ❛①♦♥ ✷ ✭♦r ✶✮

−→pi t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ❛❧❧ ♥♦❞❡s ♦♥ ❛①♦♥ i✱ s✉♣❡r♣♦s❡❞

l ♠❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛❧❧ ♥♦❞❡s ♦❢ ❛①♦♥ ✷ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♥♦❞❡ ♦♥ ❛①♦♥ ✶
−→
li t❤❡ ✈❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛①♦♥ i

lij t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♥♦❞❡ ♦♥ ❛①♦♥ i ❛♥❞ ♥♦❞❡ j ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❛①♦♥
−→
p
j
i t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ♥♦❞❡ j ♦♥ ❛①♦♥ i

C ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛①♦♥❛❧ ♠❡♠❜r❛♥❡

η ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡② ❡q✉❛t✐♦♥

W̃kp(z) ✭k, p✮✲t❤ ❡♥tr② ✐♥ t❤❡ ✭z✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✮ ♠♦❞✐✜❡❞ W ♠❛tr✐①✱ ❛s s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✬s t❡①t

N t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛①♦♥s ✐♥ t❤❡ ❛①♦♥ tr❛❝t
−−−−→
W̃k(z) ✭z✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✮ k✲t❤ r♦✇ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ W ♠❛tr✐①
−−−−→
V (z, t) (z, t)✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♠❡♠❜r❛♥❡ ✈♦❧t❛❣❡s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ N ❛①♦♥s

uk ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❡r ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ k✲t❤ ♥❡✉r♦♥

wkj s②♥❛♣t✐❝ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ ♥❡✉r♦♥ k

m t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s②♥❛♣s❡s ✐♥ ❛ ♥❡✉r♦♥

xj ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧s t♦ t❤❡ s②♥❛♣s❡s ♦❢ ❛ ♥❡✉r♦♥

ϕ(·) ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r♦♥

bk ❜✐❛s ♦❢ t❤❡ k✲t❤ ♥❡✉r♦♥

yk ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ k✲t❤ ♥❡✉r♦♥

T1,T2 ❛①♦♥ tr❛❝t ✭✶✱✷✮

SW i
Tj
(z) s✉❜s♣❛❝❡ i ♦❢ t❤❡ ✭z✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✮ W ♠❛tr✐① ♦❢ ❛①♦♥ tr❛❝t j

F
❛ ♠❛tr✐①✱ ❛❦✐♥ t♦ t❤❡ W ♠❛tr✐①✱ ❜✉t ❢♦r ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ tr❛❝ts❀ t❤❡ W ♠❛tr✐❝❡s ✳✳✳

✳✳✳ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t tr❛❝ts ❛r❡ s✉❜✲♠❛tr✐❝❡s ♦❢ t❤✐s ❧❛r❣❡r ♠❛tr✐①

o ❛ t②♣❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❛ W ♠❛tr✐①

s ❛ t②♣❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❛♥ F ♠❛tr✐①
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❛t ❛ ♥♦❞❡ ❛♥❞ s✉♣❡r♣♦s❡ ✐♥ s♦♠❡ ✇❛② t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧✲❧✐❦❡ ❝✉rr❡♥t ♣r♦✜❧❡✳ ■♥ ❬✾❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♥❥❡❝t
❛ s✐♠✐❧❛r ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝✉rr❡♥t✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞✐❡s✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐s ✐♥❥❡❝t❡❞ ✐♥ s❤♦rt sq✉❛r❡ ♣✉❧s❡s ♦❢ ❞✉r❛t✐♦♥ ✶✵
♠✐❝r♦s❡❝♦♥❞s ❡❛❝❤✱ ✐♥♣✉t ❛t ♥♦❞❡ ✷✵ ❛t ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✶ ♣❡r ✷ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❝t✐♦♥
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢r♦♠ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ❛❜♦✉t ✶ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞✱ ❜✉t ✐❢ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ r❡❢r❛❝t♦r② ♣❡r✐♦❞✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❤❛✈❡
❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❧❡ss t❤❛♥ ❛❜♦✉t ✷ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞ ❛♣❛rt✳ ❋r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✶ t❤❡ ✷ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞ ❝❤♦✐❝❡ ✐s ❥✉st ❛❜♦✉t r✐❣❤t✱
t❤♦✉❣❤ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❧❛r❣❡r t❡♠♣♦r❛❧ ❣❛♣ ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ❡q✉❛❧ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s❀ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❛♥❞ t❤✐r❞ ❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛♣♣❡❛r s❧✐❣❤t❧② ❞✐♠✐♥✐s❤❡❞ ✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤
❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❢r❛❝t♦r② ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t
❝✉rr❡♥t ♣✉❧s❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✶ ❛♥❞ ✷✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡s s❤♦✇ t❤❛t r❛♥❞♦♠ ✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥♦✐s❡ ❝❛♥ ❧❡❛❞
t♦ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ r❡❝♦r❞❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❱♦❧t❛❣❡ ♣r♦❜❡ ❛t t❤❡ st✐♠✉❧❛t❡❞ ♥♦❞❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❖♥❧② ❛①♦♥ ✶ ✐s st✐♠✉❧❛t❡❞ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ ✷✵✱ ❜✉t ❛❧❧ t❤r❡❡
❛r❡ s❤♦✇♥✱ ✇✐t❤ ❛①♦♥ ✶ t❤❡ t♦♣♠♦st s✉❜ ✜❣✉r❡ ❛♥❞ ❛①♦♥ ✸ t❤❡ ❜♦tt♦♠ s✉❜✜❣✉r❡✳ ❚❤❡ x✲❛①✐s ✐s t✐♠❡ ✐♥ s❡❝♦♥❞s ❛♥❞
t❤❡ y✲❛①✐s ✐s ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥ ✈♦❧ts✱ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ t❤r❡❡ s✉❜✜❣✉r❡s✳ ❚❤❡ s❡✈❡r✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❞❞❡❞ ♥♦✐s❡ ❝❛✉s❡s ♦❝❝❛ss✐♦♥❛❧ ❧❛r❣❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❤②♣❡r♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳

✷✳✸ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❙②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♠♦❞❡❧ t❤❡
s✐❣♥❛❧ s♣❛❝❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ❛❢t❡r ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t ♦♥ ✐t✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ s❡r✈❡ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ❛ ❦❡② ❝♦♥❝❡♣t ♦❢
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✿

C
∂V

∂t
= η

∂2V

∂x2
−GV + I ✭✷✮

❚❤✐s ✐s t❤❡ ✭❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡②✮ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❛①♦♥✳ ❋r♦♠ ❬✶✶❪✱ ✇❡ ♥♦t❡ ❞♦✇♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ t♦rt✉♦✉s tr❛❝t
♦❢ ◆ ❝♦✉♣❧❡❞ ❛①♦♥s✿

cmk(x)
∂Vk

∂t
= G

axoplasm
k cos2 θk(z)

[

∂2Vk

∂z2
−

N
∑

p=1

Wkp(z)Kp(z)
∂2Vp

∂z2

]

−GmkVk + I
injected
k + I

fields
k ✭✸✮

■♥tr♦❞✉❝❡

W̃kk(z) ≡ G
axoplasm
k cos2 θk(z) [1−Wkk(z)Kk(z)] ✭✹✮

❛♥❞

✹
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❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❱♦❧t❛❣❡ ♣r♦❜❡ ❛t t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤r❡❡ ❛①♦♥s✳ ❆❧❧ t❤r❡❡ ❛r❡ s❤♦✇♥✱ ✇✐t❤ ❛①♦♥ ✶ t❤❡ t♦♣♠♦st
s✉❜ ✜❣✉r❡ ❛♥❞ ❛①♦♥ ✸ t❤❡ ❜♦tt♦♠ s✉❜✜❣✉r❡✳ ❚❤❡ x✲❛①✐s ✐s t✐♠❡ ✐♥ s❡❝♦♥❞s ❛♥❞ t❤❡ y✲❛①✐s ✐s ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥ ✈♦❧ts✱ ✐♥
❛❧❧ t❤❡ t❤r❡❡ s✉❜✜❣✉r❡s✳ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡❧❛②s ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❛①♦♥s ✭t♦♣ t✇♦ s✉❜✲✜❣✉r❡s✮✳
❚❤❡ t❤✐r❞ ❛①♦♥ ❞♦❡s ♥♦t s❤♦✇ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡❧❛②❀ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♠❛② ❧✐❡ ✐♥ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦✐s❡ ❛♥❞
❝✉rr❡♥t✲❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛①♦♥s✳

W̃kp(z) ≡ G
axoplasm
k cos2 θk(z)Wkp(z)Kp(z) ✭✺✮

❚❤✐s W̃ ♠❛tr✐① ❤❛s ❞✐✛❡r❡♥t str✉❝t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧✳ ■♥s❡rt✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✹✮ ❛♥❞
✭✺✮ ✐♥t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✮ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✱

cmk(x)
∂Vk

∂t
=

N
∑

p=1

W̃kp(z)
∂2Vp

∂z2
−GmkVk + I

injected
k + I

fields
k ✭✻✮

❚❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ s✐❣♥ ✐♥ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t✳ ❊①♣❧✐❝✐t❧② ✇❡ ♥♦t❡✱

N
∑

p=1

W̃kp(z)
∂2Vp

∂z2
=

[

W̃k1(z) W̃k2(z) ... W̃kN (z)
]













∂2V1

∂z2

∂2V2

∂z2

✳✳✳
∂2VN

∂z2













✭✼✮

❍❡♥❝❡❢♦rt❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t ✐♥ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ❛s✱

〈

−−−−→
W̃k(z),

∂2

∂z2
−−−−→
V (z, t)

〉

✭✽✮

■♥s❡rt✐♥❣ t❤✐s ❜❛❝❦ ✐♥t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✱

cmk(x)
∂Vk

∂t
=

〈

−−−−→
W̃k(z),

∂2

∂z2
−−−−→
V (z, t)

〉

−GmkVk + I
injected
k + I

fields
k ✭✾✮

◆♦t❡ t❤❛t
−−−−→
W̃k(z) ❝❛♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ✏✈✐❡✇✑ ❢r♦♠ t❤❡ ❦✲t❤ ❛①♦♥ ❛♥❞

−−−−→
V (z, t) ✐s ♥♦t❤✐♥❣ ❜✉t t❤❡ ✈❡❝t♦r

♦❢ tr❛♥s♠❡♠❜r❛♥❡ ✈♦❧t❛❣❡s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❛①♦♥s ❛t t❤❡ ♣❛✐r (z, t)✳ ■♥ t❤✐s ❢♦r♠✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✾✮ t❡❧❧s ✉s t❤❛t t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦✲t❤ ❛①♦♥✬s ✈♦❧t❛❣❡ ❞❡♣❡♥❞s ✉♣♦♥ ✭✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧❛st t❤r❡❡ t❡r♠s✮ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✬s
✈♦❧t❛❣❡s ✉♣♦♥ t❤❡ ✈✐❡✇ ❢r♦♠ t❤❛t ❛①♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✈❡❝t♦rs✱ t❤✐s ❣✐✈❡s ✉s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ✇❤❛t ✐s ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ✇✐t❤ t✐♠❡ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❋✐❣✉r❡
✸✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✿ ●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✮✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✽✮✱ t❤❡ W ✲✈❡❝t♦rs ✭W1,W2 ❛♥❞ ♦t❤❡rs✮
❛r❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ✭✈✐❛ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝ts✮✱ ♦♥t♦ t❤❡ N ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠ s♣❛❝❡ ❝♦♠♣r✐s✐♥❣ t❤❡ s♣❛♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦rs
✇❤♦s❡ ❡♥tr✐❡s ❛r❡ V1 t❤r♦✉❣❤ VN ✳ ❚❤❡s❡ N ✈♦❧t❛❣❡s✱ ✐♥ t❤✐s ❢♦r♠❛t✱ ❝♦♠♣r✐s❡ ❛ s✉❜✲s❡t ♦❢ RN ❜✉t✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡
s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣✉s❤✲❢♦r✇❛r❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ RN✳

❲❡ st❛rt ♦✛ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ s♦♠❡ s❡t ♦❢ ✈♦❧t❛❣❡s ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ❛①♦♥s ❛♥❞ s♦♠❡ ✜①❡❞ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❆s t✐♠❡ ♣r♦❣r❡ss❡s✱
❡❛❝❤ ✈♦❧t❛❣❡ ♠✐❣r❛t❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❛✇ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✾✮✳ ❚❤❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ ❛ ✈♦❧t❛❣❡ ✐s ❤✐❣❤❡r ✐❢ ✐ts s❡♣❛r❛t✐♦♥
✭❜② ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♠❡❛♥ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ✈❡❝t♦r✮ ❢r♦♠ t❤❡ s②st❡♠ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r ✐s ❧❛r❣❡r ✭♠♦❞✉❧♦ ❛ ❧✐♥❡❛r
t❡r♠✮✳ ❱✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ s②st❡♠ ✈♦❧t❛❣❡ ✈❡❝t♦r ❛s ❛ ❝❧♦✉❞ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❋✐❣✉r❡ ✹✮✳ ■❢ ❛♥② ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❝❧♦✉❞ ✐s ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡
❝❧♦✉❞ ✭✐♥ ❛ ♠❡❛♥ s❡♥s❡✮✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣♦✐♥t ✇✐❧❧ ❡✈♦❧✈❡ ❛t ❛ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ r❛♣✐❞ r❛t❡✱ t❤❛♥ ♣♦✐♥ts ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❝❧♦✉❞✳ ■❢
t❤✐s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦✇❛r❞s t❤❡ ❝❧♦✉❞✱ ✐t ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧♦✉❞ t❤❡♥ ✐t
✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ ❞✐s♣❡rs❛❧ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡s✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❞♦❡s t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ✐♥ s✉❝❤ s②st❡♠s✱ ✐t ♠✉st
❜❡ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❝❛s❡✳ ❚❤✉s ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ✈✐❡✇ ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❛①♦♥ tr❛❝ts✳

✷✳✹ ❚❤❡ ❚r❛❝t ❛s ❛ ▲❡❛r♥✐♥❣ ▼❛❝❤✐♥❡❄

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡♣❤❛♣t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❬✶✸❪ ❛s ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✭❆◆◆✮ ✇✐t❤ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✇✐t❤
t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ❛♥ ❛①♦♥ tr❛❝t ❝❛♥ ❧❡❛r♥ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ❆s ♣❡r ❬✶✺❪✱ ❛ ♥❡✉r♦♥✱ ❧❛❜❡❧❡❞ k✱
♠❛② ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✇r✐t✐♥❣ t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✿

uk =
m
∑

j=1

wkjxj ✭✶✵✮

❛♥❞

yk = ϕ(uk + bk) ✭✶✶✮

✇❤❡r❡ x1, x2, x3, . . . , xm ❛r❡ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧s❀ wk1, wk2, wk3, . . . , wkm ❛r❡ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s②♥❛♣t✐❝ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ ♥❡✉r♦♥
k❀ uk ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❡r ♦✉t♣✉t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧s❀ bk ✐s t❤❡ ❜✐❛s❀ ϕ() ✐s t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❀ ❛♥❞ yk ✐s
t❤❡ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉r♦♥✳ ❬✶✺❪ ❢✉rt❤❡r s❛②s t❤❛t t❤❡ ❜✐❛s bk ✐s ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ ♥❡✉r♦♥ k❀ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥
r❡❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♥❡✉r♦♥ k ❜② ❞♦✐♥❣ t✇♦ t❤✐♥❣s✿

✶✳ ❛❞❞✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ✜①❡❞ ❛t +1✱ ❛♥❞

✷✳ ❛❞❞✐♥❣ ❛ ♥❡✇ s②♥❛♣t✐❝ ✇❡✐❣❤t ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❜✐❛s bk✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ m+1 s②♥❛♣t✐❝ ✇❡✐❣❤ts ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡
m ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡s ❜❡❢♦r❡✳

✻

(which was not certified by peer review) is the author/funder. All rights reserved. No reuse allowed without permission. 
The copyright holder for this preprintthis version posted March 30, 2022. ; https://doi.org/10.1101/2022.03.29.486317doi: bioRxiv preprint 



❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❈❧♦✉❞ ♦❢ ♣♦✐♥ts r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✬s N tr❛♥s♠❡♠❜r❛♥❡ ✈♦❧t❛❣❡s✳ ❆ ❞✐st❛♥t ♣♦✐♥t ✭s❤♦✇♥
❝✐r❝❧❡❞ ✐♥ r❡❞✮ ❝❛♥ ❡✈♦❧✈❡ ♦✈❡r t✐♠❡ t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ❝❧♦✉❞ ♦r r❡❝❡❞❡ ❢r♦♠ ✐t✳ ■❢ ✐t ❞♦❡s t❤❡ ❢♦r♠❡r✱ t❤❡ ♣♦✐♥t ✐s s❛✐❞
t♦ ❜❡ s②♥❝❤r♦♥✐③✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡ ✐t ✐s ❣♦✐♥❣ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛♥✳

❘❡❝❛❧❧ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❬✶✸❪ ❛s ❜❡✐♥❣ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮✮✿

Cm,k

∂Vk

∂t
= G

axoplasm
k cos2θk(z)[

∂2Vk

∂z2
−

N
∑

p=1

Wkp(z)Kp(z)
∂2Vp

∂z2
]−Gm,kVk + I

injected
k ✭✶✷✮

✇❤❡r❡ k = 1, . . . , N ✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♥♦❞❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ✭❘❍❙✮ t♦
♦❜t❛✐♥✿

Cm,k

∂Vk

∂t
= G

axoplasm
k cos2θk(z)

∂2Vk

∂z2
−G

axoplasm
k cos2θk(z)

N
∑

p=1

Wkp(z)Kp(z)
∂2Vp

∂z2
+ I

injected
k ✭✶✸✮

✇❤❡r❡ k = 1, . . . , N ✳ ◆❡①t ✇❡ s♣❡❝✐❛❧✐③❡ t♦ t❤❡ k = 2 ❝❛s❡ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥✿

Cm,2

∂V2

∂t
= G

axoplasm
2

cos2θ2(z)
∂2V2

∂z2
−G

axoplasm
2

cos2θ2(z)
N
∑

p=1

W2p(z)Kp(z)
∂2Vp

∂z2
+ I

injected
2

. ✭✶✹✮

❲❡ ❣r♦✉♣ ❛❧❧ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t V2 t❡r♠s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ t♦❣❡t❤❡r ✭✐❣♥♦r✐♥❣ t❤❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ ❝✉rr❡♥t ❢♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t✮ t♦
♦❜t❛✐♥✿

Cm,2

∂V2

∂t
= [Gaxoplasm

2
cos2θ2(z)(1−W22(z)K2(z))](

∂2V2

∂z2
)− ... ✭✶✺✮

G
axoplasm
2

cos2θ2(z)
N
∑

p=1,p ̸=2

W2p(z)Kp(z)
∂2Vp

∂z2
+ I

injected
2

(V2) ✭✶✻✮

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ❛ s✉♠ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞✐str✐❜✉t❡s ♦✈❡r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦✉t ♦❢ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥
♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ t♦ ♦❜t❛✐♥✿

Cm,2

∂V2

∂t
= [Gaxoplasm

2
cos2θ2(z)(1−W22(z)K2(z))](

∂2V2

∂z2
)− ... ✭✶✼✮

G
axoplasm
2

cos2θ2(z)
∂2

∂z2
(

N
∑

p=1,p ̸=2

W2p(z)Kp(z)Vp) + I
injected
2

(V2) ✭✶✽✮

✼

(which was not certified by peer review) is the author/funder. All rights reserved. No reuse allowed without permission. 
The copyright holder for this preprintthis version posted March 30, 2022. ; https://doi.org/10.1101/2022.03.29.486317doi: bioRxiv preprint 



◆❡①t✱ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ ❝✉rr❡♥t t❡r♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐❣♥♦r❡❞✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❚❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❈❛❧❝✉❧✉s
❬✶✻❪✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ❛s

∂

∂x

✂ x

r=b

∂

∂r

✂ r

s=a

I
injected
2

(V2, s, t)dsdr. ✭✶✾✮

❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛s s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✐❛❧s ♦❢ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ❬s❡❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✾✳✹✷ ✐♥ ❬✶✼❪❪ ♥❡❡❞ t♦
❜❡ ❢✉rt❤❡r ❡①❛♠✐♥❡❞ ✐♥ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st t❤r❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥s
❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡♥❞ ✉♣ ✇✐t❤ ❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❧✐❦❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✮✱ ✇✐t❤ ✇❡✐❣❤ts ❛♥❞ ❜✐❛s t❡r♠s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ❛♥❞
t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ k✲t❤ ❛①♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ✲ ❤❛✈✐♥❣ ❞❡✜♥❡❞ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥t❡r♣r❡t✐♥❣ t❤❡
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛s s✉❣❣❡st✐♥❣ ❛ ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ✇✐t❤ ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ ✇❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✐♥❢❡r t❤❛t ❛♥ ❛①♦♥ tr❛❝t ❝❛♥ ❧❡❛r♥✳

✸ ❘❡s✉❧ts

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✱ ✐♥ ❬✶✸❪ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ▼❆❚▲❆❇ ♣r♦❣r❛♠ ✭❤❡♥❝❡❢♦rt❤ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ▼✷✵✷✵✮ ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♥❣
t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛①♦♥ tr❛❝ts✳ ❚❤♦s❡ tr❛❝ts ❞✐❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❞❡♠②❡❧✐♥❛t✐♦♥ ✲ t❤❛t ✐s✱ t❤❡r❡ ✇❛s ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♠②❡❧✐♥ ❝♦✈❡r❛❣❡
♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥t❡r♥♦❞❛❧ r❡❣✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❞✐s❡❛s❡s s✉❝❤ ❛s ♠✉❧t✐♣❧❡ s❝❧❡r♦s✐s✱ t❤❡ ♠②❡❧✐♥ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ✉♥✐❢♦r♠✳
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❛①♦♥ tr❛❝ts ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛①♦♥s ❝❛♥ ❤❛✈❡ s♣♦t✲
❞❡♠②❡❧✐♥❛t✐♦♥✱ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ✬❢♦❝❛❧✬ ❞❡♠②❡❧✐♥❛t✐♦♥✱ ❛❧♦♥❣ t❤❡✐r ❧❡♥❣t❤✳

✸✳✶ ❘❡s✉❧ts ❋r♦♠ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ t♦ ▼❆❚▲❆❇ ♣r♦❣r❛♠ ▼✷✵✷✵

❚❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t s♦❞✐✉♠ ❝❤❛♥♥❡❧s ❢♦r♠ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♥♦❞❛❧ s❡❣♠❡♥ts ♦❢ ❞❡♠②❡❧✐♥❛t❡❞
❛①♦♥s ❬✶✽❪✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ st❛t❡♠❡♥t ❢r♦♠ ❬✶✽❪ ♠♦t✐✈❛t❡s ✉s ❢✉rt❤❡r t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❢♦❝❛❧ ❞❡♠②❡❧✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ ✐♥t❡r♥♦❞❛❧ s❡❣♠❡♥ts✳ ❋♦❝❛❧
❞❡♠②❡❧✐♥❛t✐♦♥ ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ t❤✐r❞ t②♣❡ ♦❢ s❡❣♠❡♥t✱ ❦♥♦✇♥ ❛s ❛ ♣❛r❛♥♦❞❡✱ ❛♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦❞❛❧ ❛♥❞
✐♥t❡r♥♦❞❛❧ t②♣❡s✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♥♦❞❡ ❛♥❞ ❛ ♣❛r❛♥♦❞❡ ✐s ✐♥ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ♣❡r ✉♥✐t ❧❡♥❣t❤ ❬✶✾❪✳
■❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ✐s ❤✐❣❤✱ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ✢♦✇ ♦❢ ❝❤❛r❣❡✱ ♦r ❝✉rr❡♥t ✐♥t♦ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r ✇✐❧❧ ❜❡ ❤✐❣❤✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❜②
❑✐r❝❤❤♦✛✬s ♥♦❞❛❧ ❧❛✇✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❧♦✇❡r✳ ❇② ❖❤♠✬s ❧❛✇✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞r♦♣ ❛❝r♦ss t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ❧♦✇❡r✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇✐❧❧ r❡❛❝❤ ❛ ❧♦✇❡r ❤❡✐❣❤t t❤❛♥
✇❤❡♥ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ✐s ❧♦✇✳

❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t❤❡ ♣❛r❛♥♦❞❡s✱ ✇❤❡r❡ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ♣❡r ✉♥✐t ❧❡♥❣t❤ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡
♥♦❞❡s✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ r❡❛❝❤❡s ❛ ❧♦✇❡r ❤❡✐❣❤t ❛t t❤❡ ♣❛r❛♥♦❞❡s t❤❛♥ ❛t t❤❡ ♥♦❞❡s✳ ❋♦r ❛ ✜①❡❞
❝✉rr❡♥t✱ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ r✐s❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ❧♦✇❡r ❢♦r ❛ ❤✐❣❤❡r ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡✳ ❚❤✉s t❤❡ r❛t❡ ♦❢ r✐s❡ ♦❢ t❤❡
❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛t t❤❡ ♣❛r❛♥♦❞❡s ✐s s❧♦✇❡r✳ ❚❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛❝r♦ss t❤❡ s✉❝❝❡❡❞✐♥❣ ✐♥t❡r♥♦❞❡ t♦ t❤❡ ♥❡①t ♥♦❞❡ ✐s
❛❧s♦ s❧♦✇❡r ❛♥❞ s♦ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ tr❛✐♥ s❧♦✇s ❞♦✇♥ ❛❢t❡r ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣❛r❛♥♦❞❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞
❛♥❞ ✈❡r✐✜❡❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺ ❜❡❧♦✇✳

❆t t❤✐s st❛❣❡✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♠❛❦❡ ❛ q✉✐❝❦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ st✉❞✐❡s ✐♥ ✭❬✷✵❪✱ ❋✐❣✉r❡ ✶❆✮ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ❛①♦♥ tr❛❝ts
♠❛② ❞❡♠②❡❧✐♥❛t❡ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❣❡♦♠❡tr✐❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ tr❛❝t ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡s❡ ❞❡♠②❡❧✐♥❛t❡❞
r❡❣✐♦♥s ✇✐❧❧ ❝♦♥t❛✐♥ ❛①♦♥s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❞❡♠②❡❧✐♥❛t✐♦♥ t❤❛t ❛r❡ ❛❧❧ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❵❧❡✈❡❧✬ ✲ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥
t❛❦❡♥✳ ❚❤✉s ❛①♦♥❛❧ ♠✐s❛❧✐❣♥♠❡♥t ♠✐❣❤t ♥♦t ♣❧❛② ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♥♦❞❡s✱
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧✲❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥t❡①t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣❧❛❝❡❞ ♣❛r❛♥♦❞❡s ❵❢❛❝✐♥❣✬
❡❛❝❤ ♦t❤❡r ♦♥ ✈❛r✐♦✉s ❛①♦♥s ✐♥ ❛ tr❛❝t✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❵st❛❣❣❡r✐♥❣✬ t❤❡♠✳

✸✳✷ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❈♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❉❡❧❛②s ❲✐t❤ ▲❡♥❣t❤ ♦❢ ■♥t❡r♥♦❞❛❧ ❘❡❣✐♦♥s

❲❡ ✈❛r② t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥♦❞❡s ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ r❡s✉❧t❛♥t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ r❡♠❛r❦s ♠❛❞❡ ✐♥ ❬✷✶❪ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ✜❜❡rs ✇✐t❤ ❧♦♥❣ ✐♥t❡r♥♦❞❡s✳ ■♥
❋✐❣✉r❡ ✺ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ✷✳✼✷✼✸ ♠❡t❡rs ♣❡r s❡❝♦♥❞ ✇❤✐❧❡ ❛❢t❡r ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡
t❤r❡❡ ♣❛r❛♥♦❞❡s✱ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❛❜♦✉t ✷✳✸✺✷✾ ♠❡t❡rs ♣❡r s❡❝♦♥❞ ✭❛ ✶✸✳✼✸ ♣❡r❝❡♥t ❝❤❛♥❣❡✮✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t
✜❣✉r❡✱ ❋✐❣✉r❡ ✻ ❜❡❧♦✇✱ ✇❡ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥♦❞❛❧ r❡❣✐♦♥s ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ t✇♦✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥
st♦♣s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛❢t❡r ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦st✲♣❛r❛♥♦❞❛❧ ✜r✐♥❣✳

❚❤❛t ❋✐❣✉r❡ ✻ ❞♦❡s ♥♦t s✐♠♣❧② r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❞❡❧❛② ✇❛s ✈❡r✐✜❡❞ ❜② ③♦♦♠✐♥❣ ✐♥ ♦♥ t❤❡ ♥❡①t
♥♦❞❡ ❛❢t❡r t❤❡ ❧❛st ♥♦❞❡ ✇✐t❤ ❛ ❜♦♥❛✜❞❡ ❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜❣✉r❡✱ ❋✐❣✉r❡ ✼✱ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ③♦♦♠✐♥❣
✐♥✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ♣❡❛❦ ✈♦❧t❛❣❡ ❛tt❛✐♥❡❞ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ 2 ♠❱✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❢❛✐r❧② ❜❡❧♦✇ t❤r❡s❤♦❧❞✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✱ t❤❡ ♣❛r❛♥♦❞❛❧ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ s❡t ❛t 5.14e−9 ❋✴❝♠ ✭✇✐t❤✐♥ 2e−9 ❋✴❝♠ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❛❧ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡✮✳
◆❡①t✱ ✇❡ ✇✐s❤ t♦ ❛s❝❡rt❛✐♥ ✐❢ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❢❛✐❧✉r❡ ✐s ❛✐❞❡❞ ❜② t❤✐s ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♥♦❞❛❧ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡✳ ❚♦✇❛r❞s
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❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❙❧♦✇❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r✿ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ tr❛✐♥ ♦♥ ❡♥❝♦✉♥t❡r✐♥❣ ♣❛r❛♥♦❞❛❧ r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤
❤✐❣❤❡r ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ♣❡r ✉♥✐t ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ x✲❛①✐s ✐s t✐♠❡ ✐♥ s❡❝♦♥❞s✳ ❚❤❡ y✲❛①✐s ✐s ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥ ✈♦❧ts✳

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❆♥ ❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ tr❛✐♥ ❡♥❝♦✉♥t❡rs ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❢♦❝❛❧ ❞❡♠②❡❧✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①❤✐❜✐ts ♣♦st✲♣❛r❛♥♦❞❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥
❢❛✐❧✉r❡✳ ❚❤❡ x✲❛①✐s ✐s t✐♠❡ ✐♥ s❡❝♦♥❞s ❛♥❞ t❤❡ y✲❛①✐s ✐s ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥ ✈♦❧ts✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❙✉❜t❤r❡s❤♦❧❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥❡①t ♥♦❞❡ ✭♥♦❞❡ ✶✹✵✮ ❛❢t❡r t❤❡ ❧❛st ❡①❝✐t❡❞ ♥♦❞❡ ✭♥♦❞❡ ✶✵✵✮✱ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡
s✐♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳ ❚❤❡ x✲❛①✐s ✐s t✐♠❡ ✐♥ s❡❝♦♥❞s ❛♥❞ t❤❡ y✲❛①✐s ✐s ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥ ✈♦❧ts✳

t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♥❡①t ✜❣✉r❡✱ ❋✐❣✉r❡ ✽✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❛t ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣❛r❛♥♦❞❛❧ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡✱
4.14e − 9 ❋✴❝♠✱ t❤❡r❡ ✐s ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❢❛✐❧✉r❡ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❬✶✸❪ ❢♦r t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡✮✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♥♦t❡
t❤❛t t❤❡ ✜♥❛❧ ❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ♦♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❛①♦♥s ❤❛✈❡ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥t❡r✲❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❡♠♣♦r❛❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧✳
❚❤✉s t❤❡ ❞❛t❛ t❤❛t ✐s ♦✉t♣✉t ❛❢t❡r t❤❡ ♣❛r❛♥♦❞❡s ✐s ❛❧s♦ ♠♦❞✐✜❡❞ ✭s❛②✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✐♠❡ ❝♦❞✐♥❣✮ ✇✐t❤ r❡❢❡r❡♥❝❡
t♦ t❤❛t ❜❡❢♦r❡ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♥♦❞❡s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ q✉✐❝❦ ♥♦t❡ ♦♥ tr②✐♥❣ t♦ r❡♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ s❧♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥ ♦❢ ❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺ ✇✐t❤♦✉t ❝❛r❡❢✉❧
t❤♦✉❣❤t❀ ❛❧❧ ✇❡ ❣❡t ✐♥✐t✐❛❧❧② ✐s ❛ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❧♦❝❦✳ ■❢✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r♥♦❞❛❧ s♣❛❝✐♥❣ ✉s❡❞ ❢♦r
❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❋✐❣✉r❡ ✺ ✐s ✷✵ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ✹✵✰✱ t❤❡♥✱ ✇❤❡♥ ✇❡ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s♣❛❝✐♥❣ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦✇♥ t♦ ✷✵✱
✇❡ r✐❣❤t ❛✇❛② ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s❧♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥ ❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ✐♥t❡r♥♦❞❛❧ s♣❛❝✐♥❣ ❬✷✷❪✳

✸✳✸ ❊❧❡❝tr✐❝ ❋✐❡❧❞s ❛♥❞ ❋♦❝❛❧ ❉❡♠②❡❧✐♥❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛rr② ♦✉t t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✉❜s❡❝t✐♦♥s✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✬❣❛✐♥✬ t✉r♥❡❞ ♦♥✳
❚❤✐s ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ✜❡❧❞s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛t t❤❡ ♥♦❞❡s t♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ✐♦♥s ❛t ❞✐st❛♥t ♥♦❞❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❥✉st ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡
♣r♦❣r❛♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✶✶❪ ✭▼✷✵✷✶✮✱ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛❝t✉❛❧ ♥♦❞❡✲t♦✲♥♦❞❡ ❞✐st❛♥❝❡s✱ ❜✉t ♦♥❧②
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❞✐st❛♥❝❡s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♠❛❦❡ t❤❡ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ♣❛r❛♥♦❞❛❧ ✜❡❧❞s ❝❛♥♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦t❤❡r ♥♦❞❡s
❛♥❞ ♣❛r❛♥♦❞❡s✳

❲❤❡♥ ✇❡ ❝❛rr② ♦✉t t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❥✉st ❞❡s❝r✐❜❡❞✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛ss✉♠❡
❡q✉❛❧ ✜❡❧❞ ✬❣❛✐♥s✬ ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ♣❛r❛♥♦❞❡s✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞ ❣❛✐♥ ✐s ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s❡t t♦
③❡r♦ t♦ t✉r♥ ♦✛ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✜❡❧❞s✱ ❛♥❞ t♦ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r t♦ t✉r♥ ✐t ♦♥✳ ❇② s❡tt✐♥❣
t❤❡ ❣❛✐♥s t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧✱ ✇❡ tr❡❛t❡❞ t❤❡ ♥♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♥♦❞❡s ♦♥ ❛♥ ❡q✉❛❧ ❢♦♦t✐♥❣✱ ✐♥ ✜❡❧❞✲❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t❡r♠s✳

✸✳✹ ❈❛t❝❤ ❛♥❞ ❘❡✲✐♥❥❡❝t ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❚♦rt✉♦✉s ❚r❛❝ts

❚♦rt✉♦✉s tr❛❝ts ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✶✶❪ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✵ ❜❡❧♦✇ s❤♦✇s ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢
❛ t♦rt✉♦✉s tr❛❝t ✇✐t❤ t✇♦ s❡❣♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ✜rst s❡❣♠❡♥t ❤❛s ❛①♦♥❛❧ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❞❡❣r❡❡s ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ♦❢ ❜
❞❡❣r❡❡s✱ ✐♠♣❛rt✐♥❣ ❛ t♦rt✉♦✉s ♥❛t✉r❡ t♦ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ tr❛❝t✳

❲❡ ✉s❡ ❛ ❝❛t❝❤ ❛♥❞ r❡✲✐♥❥❡❝t ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ t♦rt✉♦✉s tr❛❝t ✇❤♦s❡
t❤r❡❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ s❡❣♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❛①♦♥s ✐♥❝❧✐♥❡❞ ❛t ✺✵✱ ✺✺ ❛♥❞ ✻✵ ❞❡❣r❡❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ♠❛❦❡ s❤♦rt
s❡❣♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✜rst ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥✳ ❯♣♦♥ ✐♥❥❡❝t✐♥❣ t❤✐s s❡❣♠❡♥t✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛r❡ ✬❝❛✉❣❤t✳✬ ❚❤❡s❡ ❛r❡
t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ st✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❣♠❡♥t✳ ❚❤✐s ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ✬r❡✲✐♥❥❡❝t✐♦♥✳✬ ❚❤❡s❡ s❡❣♠❡♥ts ❛r❡
st❛❝❦❡❞ t♦❣❡t❤❡r ❜❛❝❦✲t♦✲❜❛❝❦ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢♦r♠ t❤❡ t♦rt✉♦✉s tr❛❝t✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡s ✶✶ ❛♥❞ ✶✷ t❤❛t t❤❡ ❛❝t✐♦♥
♣♦t❡♥t✐❛❧ tr❛✐♥ ❤❛s s❧♦✇❡❞ ❞♦✇♥ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t♦rt✉♦s✐t②✳ ❚♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤✐s ❢✉rt❤❡r t❤❡ ♥❡①t t✇♦ ✜❣✉r❡s✱
❋✐❣✉r❡ ✶✸ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✶✹✱ s❤♦✇ ❛ ♥♦♥✲t♦rt✉♦✉s tr❛❝t ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❣♠❡♥ts ❛♥❞ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥s ✺✵✱ ✺✵ ❛♥❞
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❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❈♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❧♦❝❦ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r ♣❛r❛♥♦❞❛❧ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ✭4.14e− 9 ❋✴❝♠✮ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
❝❛s❡✱ ❋✐❣✉r❡ ✻✳ ▼♦❞✐✜❡❞ t❡♠♣♦r❛❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥ r❛t✐♦s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❛①♦♥s✬ ❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ♣♦st ♣❛r❛♥♦❞❛❧ tr❛♥s✐t✱
✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ❝♦❞❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ x✲❛①✐s ✐s t✐♠❡ ✐♥ s❡❝♦♥❞s ❛♥❞ t❤❡ y✲❛①✐s ✐s ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥ ✈♦❧ts✳

❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❋♦❝❛❧ ❞❡♠②❡❧✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s✱ ✇✐t❤ ❡q✉❛❧ ✜❡❧❞ ❣❛✐♥s ♦❢ 5e − 13 ❢♦r t❤❡ ♥♦❞❡s ❛♥❞
♣❛r❛♥♦❞❡s ✐s ❤❡r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡r❡ ✇❡r❡ t❤r❡❡ ♣❛r❛♥♦❞❡s ✽✹✱ ✽✻ ❛♥❞ ✽✽ ❛♥❞ ❛ ♥♦❞❛❧ s♣❛❝✐♥❣ ♦❢ ✹✵✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ♥♦❞❡s ❛t
♣♦s✐t✐♦♥s ✷✵✱ ✻✵✱ ✶✵✵✱ ✶✹✵✱ ✶✽✵✱ ✷✷✵✱ ✷✻✵✳ ❈♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❧♦❝❦ ✐s ❝❧❡❛r❧② ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❆❧s♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ♠♦r❡
❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛❢t❡r t❤❡ ♣❛r❛♥♦❞❡s ❛r❡ ❝r♦ss❡❞✳ ❋✉rt❤❡r ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❧♦❝❦ ❤❛♣♣❡♥s s②♥❝❤r♦♥♦✉s❧② ♦♥
t❤❡ t❤r❡❡ ❛①♦♥s✳ ❚❤❡ x✲❛①✐s ✐s t✐♠❡ ✐♥ s❡❝♦♥❞s ❛♥❞ t❤❡ y✲❛①✐s ✐s ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥ ✈♦❧ts✳

✶✶

(which was not certified by peer review) is the author/funder. All rights reserved. No reuse allowed without permission. 
The copyright holder for this preprintthis version posted March 30, 2022. ; https://doi.org/10.1101/2022.03.29.486317doi: bioRxiv preprint 



❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t♦rt✉♦s✐t②✳ a ❛♥❞ b ❛r❡ t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛①♦♥s ✐♥ s❡❣♠❡♥ts ✶ ✭❧♦✇❡r✮ ❛♥❞ ✷ ✭✉♣♣❡r✮
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✺✵ ❞❡❣r❡❡s ❡❛❝❤✳ ❚❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r ♦✉r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ✇❤② t♦rt✉♦s✐t② ✐s ♣r❡✈❛❧❡♥t ✐♥ t❤❡
❤✐❣❤❡r ❜r❛✐♥ r❡❣✐♦♥s✱ ❜✉t ♥♦t ❛s ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❡r✐♣❤❡r❛❧ ♥❡r✈♦✉s s②st❡♠✳

✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❙t✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ ❛①♦♥s ✐s ❝❧❡❛r❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢r♦♠ ❜♦t❤ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝❧✐♥✐❝❛❧ ✈✐❡✇♣♦✐♥ts✳ ❆s
❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ♦✉r ❢♦rt❤❝♦♠✐♥❣ ✭✷✵✷✷✮ ♣❛♣❡r✱ t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ✇❛② ♦❢ ❞❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❢r♦♠ ❝♦♠♣✉t❡r
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s t♦ ✜♥❞ ✐ts ✈❛❧✉❡ ❜② ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r✲s♣✐❦❡ ✐♥t❡r✈❛❧✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ✐t ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r✲♥♦❞❛❧
s♣❛❝✐♥❣✳ ❲❡ ✉s❡❞ t❤✐s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐♥ ♦✉r st✉❞② ♦❢ ❢♦❝❛❧ ❞❡♠②❡❧✐♥❛t✐♦♥✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❧♦♦❦❡❞ ❛t t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛①♦♥s
✐♥ ❛♥ ❛①♦♥ tr❛❝t ❛r❡ ❝✉rr❡♥t✲❝♦✉♣❧❡❞✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❢♦❝❛❧ ❞❡♠②❡❧✐♥❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ✐♥❞✉❝❡ ❡✐t❤❡r ❛ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❧♦❝❦
✭❢❛✐❧✉r❡✮ ♦r ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡❞ ♣♦st✲❞❡♠②❡❧✐♥❛t❡❞ ③♦♥❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ◆❡①t ✇❡ ❧♦♦❦❡❞ ❛t ❞❡♠②❡❧✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♠❡❞✐❛t❡❞✲❝♦✉♣❧✐♥❣ ✭✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❝✉rr❡♥t ♠❡❞✐❛t❡❞✲❝♦✉♣❧✐♥❣✮✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❧♦❝❦
t♦ ♦❝❝✉r ❛❣❛✐♥✱ ❜✉t ♥❡❛r❧② s②♥❝❤r♦♥♦✉s❧② ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ❛①♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♠♣❛❝t
♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s ♦♥ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✲ t❤❡② ❛✐❞ ✐♥ r❛♣✐❞ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ❲❡ ♥❡①t ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢
r❛♣✐❞ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ♣❧❛❝✐♥❣ ♦✉r st✉❞② ✐♥ ❛ ❜r♦❛❞❡r ♥❡✉r♦s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♥t❡①t✳

❲❤② ✇♦✉❧❞ ✇❡ ♥❡❡❞ r❛♣✐❞ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥❄ ❚❤✐s ✐ss✉❡ ♠✉st ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐❢ ✇❡ ❛r❡ t♦ t❛❦❡ s❡r✐♦✉s❧② t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②
t❤❛t ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ ❛①♦♥✲❛①♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱
♣r♦✈✐❞❡❞ ✇❡ ❛r❡ s✉r❡ t❤❛t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛✐❞s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✭s❡❡ ♦✉r ✷✵✶✹ ♣♦st❡r✮✱ ✐t ✐s ❝❡rt❛✐♥❧② ❜❡♥❡✜❝✐❛❧
✭✐♥ s♦♠❡ r❡s♣❡❝t✮ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡❞ r❛♣✐❞❧②✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♠❛❣✐♥❡ s✐❣♥❛❧s t❤❛t ♥❡❡❞ t♦
❜❡ ❛t t❤❡✐r ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ✬♦♥ t✐♠❡✳✬ ■♥ ❛ ✜❣❤t✲♦r✲✢✐❣❤t s❝❡♥❛r✐♦✱ s✉❝❤ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡r❡ ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r s❧♦✇ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t♦ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ✲ ✐♥ ❢❛❝t✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ t✐♠❡s❝❛❧❡s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❝❝✉rr✐♥❣ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ s♦♠❡ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s❧♦✇ ❞✐✉r♥❛❧ ❝❧♦❝❦ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ♦t❤❡rs ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❢❛st❡r
❡✈❡♥ts✳ ❚❤✉s s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ r❛t❡s ♠✐❣❤t ❜❡ ♥❡❡❞❡❞ ❜② t❤❡ ❜r❛✐♥✳ ❆ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ r❛t❡s ✇♦✉❧❞ ❛✛♦r❞
✬❝♦♠❢♦rt❛❜❧❡✬ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❝r♦ss t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦r❣❛♥✐s♠❛❧ ♥❡❡❞s✳ ❚❤✉s s♦♠❡ s♦rt ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐s♠
❝♦✉❧❞ ❜❡ s❡❛r❝❤❡❞ ❢♦r✱ ♦r ♣♦s✐t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ❛ ✬✇❡✐❣❤t❡❞ ✉s❡✬ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝✉rr❡♥ts ✲ r❛♣✐❞
❛♥❞ s❧♦✇✱ ❛s ♣❡r t❤❡ ❞❡♠❛♥❞s ♦❢ t❤❡ ♦r❣❛♥✐s♠ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s♣❡❡❞✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ❡①♣❧♦r❡❞
t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ❞❡❡♣❧② ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ❜✉t ✇❤❛t ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❛t❡s ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❧♦❝❦ ✇❤❡♥ ✜❡❧❞s ✇❡r❡ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡✳ ❚❤✐s ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r❡❝♦✈❡r② ❛♥❞
r❡❧❛♣s❡ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❝❧❡r♦s✐s✳

❚❤✐s st✉❞② ❤❛s ❡♥❤❛♥❝❡❞ ♦✉r ♦✈❡r❛❧❧ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❞❡♠②❡❧✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ✜❡❧❞ ❜❛s❡❞
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❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡❣♠❡♥t ♦❢ ❛ t♦rt✉♦✉s tr❛❝t✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛r❡ ❛❜♦✉t ✸ ♣❡r s✉❜♣❧♦t✳ ❚❤✐s tr❛❝t
s❡❣♠❡♥t ❤❛s ❛①♦♥s ✐♥❝❧✐♥❡❞ ❛t ✺✵ ❞❡❣r❡❡s t♦ t❤❡ tr❛❝t ❛①✐s✳ ❚❤❡ x✲❛①✐s ✐s t✐♠❡ ✐♥ s❡❝♦♥❞s ❛♥❞ t❤❡ y✲❛①✐s ✐s ✈♦❧t❛❣❡
✐♥ ✈♦❧ts✱ ✐♥ ❡✈❡r② s✉❜✲♣❧♦t✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛①♦♥❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s ❛r❡ ♥♦t s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❛r❡ ❛ ❧✐❦❡❧② ❝❛✉s❡ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s♣❡❡❞s ♦♥ t❤❡ ❢♦✉r ❛①♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ❋✐♥❛❧ s❡❣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t♦rt✉♦✉s tr❛❝t s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✳ ◆♦t❡ t❤❛t r♦✉❣❤❧② ✷ ✭♦r ❢❡✇❡r✮ ❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s
❛r❡ ✈✐s✐❜❧❡ ♣❡r s✉❜✲♣❧♦t✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛ r❡❧❛t✐✈❡ s❧♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ tr❛✐♥✳ ❚❤✐s tr❛❝t s❡❣♠❡♥t ❤❛s ❛①♦♥s ✐♥❝❧✐♥❡❞
❛t ✻✵ ❞❡❣r❡❡s t♦ t❤❡ tr❛❝t ❛①✐s✳ ❚❤❡ x✲❛①✐s ✐s t✐♠❡ ✐♥ s❡❝♦♥❞s ❛♥❞ t❤❡ y✲❛①✐s ✐s ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥ ✈♦❧ts✱ ✐♥ ❡✈❡r② s✉❜✲♣❧♦t✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡❣♠❡♥t ♦❢ ❛ tr❛❝t ✇✐t❤ ❡q✉❛❧ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥s ✐♥ ❡❛❝❤ s❡❣♠❡♥t✳ ■♥ t❤✐s s❡❣♠❡♥t✱ t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ✐s
✺✵ ❞❡❣r❡❡s t♦ t❤❡ tr❛❝t ❛①✐s✱ ❥✉st ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✳ ❚❤❡ x✲❛①✐s ✐s t✐♠❡ ✐♥ s❡❝♦♥❞s ❛♥❞ t❤❡ y✲❛①✐s ✐s ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥ ✈♦❧ts✱ ✐♥
❡✈❡r② s✉❜✲♣❧♦t✳

❋✐❣✉r❡ ✶✹✿ ❋✐♥❛❧ s❡❣♠❡♥t ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r tr❛❝t ✇✐t❤ ❛①♦♥❛❧ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ✺✵ ❞❡❣r❡❡s ✐♥ ❡❛❝❤ s❡❣♠❡♥t✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t
❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ s❡❣♠❡♥t ✐s ❤✐❣❤❡r ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❡❛r tr❛❝t✱ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t♦rt✉♦✉s tr❛❝t ♦❢ ❋✐❣✉r❡
✶✷✳ ❚❤❡ x✲❛①✐s ✐s t✐♠❡ ✐♥ s❡❝♦♥❞s ❛♥❞ t❤❡ y✲❛①✐s ✐s ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥ ✈♦❧ts✱ ✐♥ ❡✈❡r② s✉❜✲♣❧♦t✳
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❛①♦♥✲❛①♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♥ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ✇❡ ✐♥t❡♥❞ t♦ tr❛✈❡❧ ❞♦✇♥ t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ✇✐❧❧ ❧♦♦❦ ❛t
r❛♥❞♦♠❧② ♣❧❛❝❡❞ ③♦♥❡s ♦❢ ❞❡♠②❡❧✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ tr❛❝t✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♣❛❝✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛s ❛
q✉❛♥t✐✜❡r ♦❢ t❤❡ ❞❡♠②❡❧✐♥❛t✐♦♥✱ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ♦♥ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♣❛❝✐t② ✉♥❞❡r ✈❛r✐♦✉s ❣❡♦♠❡tr✐❡s
❢♦r ❤❡❛❧t❤② ❛①♦♥ tr❛❝ts ✐♥ ♦✉r ✷✵✷✶ ♣❛♣❡r✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♦✉r ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ W ♠❛tr✐① ✐♥ ♦✉r ✷✵✶✾
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② q✉✐t❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✜❡❧❞✲❜❛s❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❈✉rr❡♥ts ❛♥❞ ✜❡❧❞s ❛r❡ ❝❧♦s❡❧②
r❡❧❛t❡❞ ❛♥❞ s♦ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❛t ✐♥ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ W ♠❛tr✐① ✐♥ t❤❡
❝✉rr❡♥t✲❜❛s❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s❡tt✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧✳ ❲✐t❤ t❤✐s✱ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❜❡✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥
♦❢ ♦✉r ✷✵✶✾ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❢✉rt❤❡r✳ ❖✉r ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡s t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢
t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ✐s r❡♠✐♥✐s❝❡♥t ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ▼❛♥② ❝♦♥❝❡♣ts
❢r♦♠ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❛② t❤✉s ❜❡ r❡❧❛t❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❛①♦♥ tr❛❝t ✉♥❞❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡
✜rst r✉❞✐♠❡♥t❛r② st❡♣s ✐♥ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ❛ tr❛❝t ♠❛② ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❚❤❡s❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡
♥❡✇ ✐♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ ❛①♦♥ tr❛❝ts ✲ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡✐r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛✐❞❡❞ ❜② t❤❡✐r ❣❡♦♠❡tr✐❝ str✉❝t✉r❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥
t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ✇❡ ♠❛❦❡ ❛ ❜r✐❡❢ ♥♦t❡ ♦♥ ❤♦✇ t❤✐s ❣❡♦♠❡tr② ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ✲ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧②
♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ♣❛r❛❞✐❣♠ ✐♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❞✐s❡❛s❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❙● ❲❛①♠❛♥✱ ❏❉ ❑♦❝s✐s✱ ❛♥❞ ❑❈ ◆✐tt❛✳ ▲②s♦♣❤♦s♣❤❛t✐❞②❧ ❝❤♦❧✐♥❡✲✐♥❞✉❝❡❞ ❢♦❝❛❧ ❞❡♠②❡❧✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❛❜❜✐t
❝♦r♣✉s ❝❛❧❧♦s✉♠✿ ▲✐❣❤t✲♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ◆❡✉r♦❧♦❣✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✹✹✭✶✮✿✹✺✕✺✸✱ ✶✾✼✾✳

❬✷❪ ❆♥❞r❡✇ ❱ ❈❛♣r❛r✐❡❧❧♦✱ ❙❛✐s❤♦ ▼❛♥❣❧❛✱ ❘♦❜❡rt ❍ ▼✐❧❧❡r✱ ❛♥❞ ❙t❡♣❤❡♥ ▼ ❙❡❧❦✐r❦✳ ❆♣♦♣t♦s✐s ♦❢ ♦❧✐❣♦❞❡♥❞r♦❝②t❡s
✐♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♥❡r✈♦✉s s②st❡♠ r❡s✉❧ts ✐♥ r❛♣✐❞ ❢♦❝❛❧ ❞❡♠②❡❧✐♥❛t✐♦♥✳ ❆♥♥❛❧s ♦❢ ♥❡✉r♦❧♦❣②✱ ✼✷✭✸✮✿✸✾✺✕✹✵✺✱ ✷✵✶✷✳

❬✸❪ ❈❛rst❡♥ ❲❡ss✐❣✱ ▼❛rt✐♥ ❇❡♥❞s③✉s✱ ❛♥❞ ●✉✐❞♦ ❙t♦❧❧✳ ■♥ ✈✐✈♦ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦❝❛❧ ❞❡♠②❡❧✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ ♣❡r✐♣❤❡r❛❧
♥❡r✈❡s ❜② ❣❛❞♦✢✉♦r✐♥❡ ♠✲❡♥❤❛♥❝❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐♠❛❣✐♥❣✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♥❡✉r♦❧♦❣②✱ ✷✵✹✭✶✮✿✶✹✕✶✾✱ ✷✵✵✼✳

❬✹❪ ❆❧❛♥ ▲ ❍♦❞❣❦✐♥ ❛♥❞ ❆♥❞r❡✇ ❋ ❍✉①❧❡②✳ ❆ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦
❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐♥ ♥❡r✈❡✳ ❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ♣❤②s✐♦❧♦❣②✱ ✶✶✼✭✹✮✿✺✵✵✱ ✶✾✺✷✳

❬✺❪ ❏❛♥❡ ❈r♦♥✐♥✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡② ♥❡✉r❛❧ t❤❡♦r②✱ ✈♦❧✉♠❡ ✼✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱
✶✾✽✼✳

❬✻❪ ❙t❡♣❤❡♥ ● ❲❛①♠❛♥ ❛♥❞ ▼✐❝❤❛❡❧ ❍ ❇r✐❧❧✳ ❈♦♥❞✉❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❞❡♠②❡❧✐♥❛t❡❞ ♣❧❛q✉❡s ✐♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❝❧❡r♦s✐s✿
❝♦♠♣✉t❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❢❛❝✐❧✐t❛t✐♦♥ ❜② s❤♦rt ✐♥t❡r♥♦❞❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ◆❡✉r♦❧♦❣②✱ ◆❡✉r♦s✉r❣❡r② ✫ Ps②❝❤✐❛tr②✱
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❬✼❪ ❉■ ❙t❡♣❤❛♥♦✈❛ ❛♥❞ ❍ ❇♦st♦❝❦✳ ❆ ❞✐str✐❜✉t❡❞✲♣❛r❛♠❡t❡r ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ♠②❡❧✐♥❛t❡❞ ❤✉♠❛♥ ♠♦t♦r ♥❡r✈❡ ✜❜r❡✿
t❡♠♣♦r❛❧ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛♥❞ ✐♦♥✐❝ ❝✉rr❡♥ts✳ ❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝②❜❡r♥❡t✐❝s✱ ✼✸✭✸✮✿✷✼✺✕✷✽✵✱
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❬✽❪ ❉■ ❙t❡♣❤❛♥♦✈❛✱ ▼❙ ❉❛s❦❛❧♦✈❛✱ ❛♥❞ ❆❙ ❆❧❡①❛♥❞r♦✈✳ ❉✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❝❛s❡s
♦❢ ❞❡♠②❡❧✐♥❛t✐♥❣ ♥❡✉r♦♣❛t❤✐❡s✿ ■♥t❡r♥♦❞❛❧ ❢♦❝❛❧ ❞❡♠②❡❧✐♥❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❧♦❝❦✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧
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❆♣♣❡♥❞✐①✿ ❆ ◆♦t❡ ♦♥ ❛♥ ❆❧❣❡❜r❛ ❢♦r ❲✲♠❛tr✐❝❡s

■♥ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❤♦✇ t✇♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♥❡r✈❡ tr❛❝ts ♠❛② ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡✐r W ♠❛tr✐❝❡s ❬✶✸❪ ❡❛❝❤✱
❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞ s✉❝❝✐♥❝t❧② ✐♥ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛ ❢♦r t❤♦s❡ W ♠❛tr✐❝❡s✳ ❖♥❝❡ t❤❡ tr❛❝t ❤❛s ❜❡❡♥
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡ ❬✶✺❪ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♠❛tr✐① ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ tr❛❝t
s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ tr❛❝t ❵♦✉t♣✉t✬ ✭✇❤✐❝❤ ✐s r❡❛❧❧② ❢❡❞ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t✮ ✐s t❤✐s ♠❛tr✐① t✐♠❡s t❤❡ ✐♥♣✉t✱ ✐❢ ✇❡ ✐❣♥♦r❡ t❤❡
❜✐❛s✳

❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡ W ✲♠❛tr✐① ✭❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❛①♦♥❛❧ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥s✮ WT1
(z) ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❤♦✇ t❤❡ ❛①♦♥s ✇✐t❤✐♥ ❛ tr❛❝t

T1 ✇♦✉❧❞ ✐♥t❡r❛❝t ✈✐❛ ❝✉rr❡♥ts ❛♥❞✴♦r ✜❡❧❞s✳ ▼✐❣❤t t❤❡r❡ ❜❡ ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ s✉❜s♣❛❝❡s ✐♥ WT1
(z)❄ ◆♦t❡ t❤❛t

❤❡r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❡♣❤❛♣t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝✉rr❡♥t✲♠❡❞✐❛t❡❞✳ ▼♦t✐✈❛t❡❞ ❜② q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
❞❡❝♦❤❡r❡♥❝❡✲❢r❡❡ s✉❜s♣❛❝❡s ❬✷✸❪✱ ②❡t ❞✐st✐♥❝t ❢r♦♠ t❤❡♠✱ t❤❡s❡ ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ s✉❜s♣❛❝❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣❧❛❝❡s ✐♥ t❤❡ tr❛❝t
✇❤❡r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ✢♦✇ ❞♦✇♥ t❤❡ tr❛❝t ✉♥✐♠♣❡❞❡❞ ❜② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡ ✐❢ t❤❡s❡ s✉❜s♣❛❝❡s SW i

T1
(z) ❛r❡ ❢♦✉♥❞

t♦ ❜❡ ♣r❡s❡♥t ❡✈❡♥ ❞✉r✐♥❣ ❛❞✈❛♥❝❡❞ st❛❣❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❝❧❡r♦s✐s ✭▼❙✮✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ♦✛❡r s♦♠❡ ❤♦♣❡ t♦ t❤❡ ♣❛t✐❡♥t✬s ❝❧✐♥✐❝✐❛♥✳
■❢ t❤❡ tr❛❝t ✐s t♦rt✉♦✉s✱ t❤❡ W ✲♠❛tr✐① ✐s ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ tr❛❝t ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ z✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ❚❤✉s t❤❡s❡
s✉❜s♣❛❝❡s ♠❛② ♣♦♣ ✐♥ ❛♥❞ ♦✉t ♦❢ ❡①✐st❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❞✐st❛♥❝❡ z ❛❧♦♥❣ t❤❡ tr❛❝t✳ ■❢ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤r❡❛❞✱
✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡s✱ t❤❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ✢♦✇ ❞♦✇♥ t❤✐s t❤r❡❛❞ ❡✈❡♥ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ▼❙✳
❆♥② ✐♠♣❧❛♥t❛❜❧❡ ♠❡❞✐❝❛❧ ♥❡✉r♦✲❞❡✈✐❝❡ t❤❛t ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❞❡s✐❣♥✱ s❤♦✉❧❞ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s t❤r❡❛❞✬s r❡❧❛t✐✈❡ st❛t❡
♦❢ ❵♣r♦t❡❝t✐♦♥✬ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s❡❛s❡✳ ❲❡ ♠❛② ❞❡♥♦t❡ t❤✐s t❤r❡❛❞ ❛s ❛ ❞✐s❡❛s❡✲❢r❡❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣✐♣❡ ✭❉■P✮✳ ■❢ t✇♦ ❛①♦♥
tr❛❝ts ♦r ❛①♦♥ ❜✉♥❞❧❡s WT1

(z) ❛♥❞ WT2
(z) ❛r❡ ❥✉①t❛♣♦s❡❞✱ t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ♥♦ ❝✉rr❡♥t✲♠❡❞✐❛t❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❜✉t t❤❡r❡

❝♦✉❧❞ ❜❡ ✜❡❧❞✲♠❡❞✐❛t❡❞ ❝r♦ss✲t❛❧❦ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❝♦✉♣❧❡ t❤❡ W ✲♠❛tr✐❝❡s✳ ❚❤❡s❡ W ✲♠❛tr✐❝❡s ✇♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢
❛s s✉❜✲♠❛tr✐❝❡s ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡r F ✲♠❛tr✐①✱ ✇✐t❤✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛❣❛✐♥ ❞♦ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❡❛r❧✐❡r
✐♥ t❤❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤✱ ❜✉t t❛❦✐♥❣ ♥♦t❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✕ t❤❛t t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ♦♥❧② ✜❡❧❞✲♠❡❞✐❛t❡❞✳

❚❤❡r❡ ♠❛② t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ♣♦s✐t❡❞ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ♦♥❡ t②♣❡ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s✉❜✲♠❛tr✐❝❡s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥
W ♠❛tr✐①✱ ❞❡♥♦t❡ t❤✐s ❛s o✱ ❛♥❞ ❛ s❡❝♦♥❞ t②♣❡ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ W ♠❛tr✐❝❡s✱ ♦r s✉❜✲♠❛tr✐❝❡s
✇✐t❤✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ F ✲♠❛tr✐①✱ ❞❡♥♦t❡ t❤✐s ❛s s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❤❡r❡ s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜✲♠❛tr✐❝❡s ♦r
W ✲♠❛tr✐❝❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❛t ✇❡ ✐♥❞✐❝❛t❡ ❜② t❤✐s ✐s t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛♥s♠❡♠❜r❛♥❡ ✈♦❧t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❛①♦♥s
✐♥ t❤❡ tr❛❝ts r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡s❡ s✉❜✲♠❛tr✐❝❡s ♦r W ✲♠❛tr✐❝❡s✳ ◆♦✇✱ s✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ❛①♦♥ ✐♥ WT1

(z) ✇♦✉❧❞ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤
❡✈❡r② ♦t❤❡r ❛①♦♥ ✐♥ WT2

(z)✱ F ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❛ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t str✉❝t✉r❡✱ ✐✳❡✳ s ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ♦♣❡r❛t✐♦♥✳
❙♦ ✜♥❞✐♥❣ ❉■Ps ✐♥ F ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t❤❛♥ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① ❢♦r t❤❡ W ✲♠❛tr✐①✳

✶✻
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